UBER HOCHST IRRATIONALE VON
WINKELN ABHANGIGE
DIFFERENTIALFORMELN, WELCHE SICH
DENNOCH MIT LOGARITHMEN UND
KREISBOGEN INTEGRIEREN LASSEN"

Leonhard Euler

LEMMA

§1 Was ich schon des Ofteren iiber irrationale Differentialformeln mitgeteilt
habe, welche mit keiner Substitution rational gemacht werden konnen, aber
nichtsdestoweniger eine Integration mit Logarithmen und Kreisbogen zulas-
sen, kann auch auf Formeln mit Winkeln von solcher Art iibertragen werden,
welche Sinus und Kosinus eines bestimmten Winkels beinhalten. Aber die
allgemeine Form von Differentialen von dieser Art, welche auf diese Weise
behandelt werden konnen, kann auf die folgende Weise dargestellt werden:
Wihrend der Winkel ¢ irgendeinen Winkel bedeutet, bezeichne ® irgendeine
rationale Funktion von tan n¢ und ich habe entdeckt, dass diese Formel

DPIg(fsinAg + gcosAg)
{/(asinng + bcos ng)?
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immer mit Logarithmen und Kreisbogen integriert werden kann, was ich,
mit den einfachen Fillen beginnend, in den folgenden Problem zu zeigen
beschlossen habe.

PROBLEM 1

§2 Nachdem die Differentialformel

¢ cos @
{/cosng

vorgelegt worden ist, ihr Integral mit Logarithmen und Kreisbogen ausfindig zu
machen.

LOSUNG

Weil mir ja freilich noch kein anderer Weg offensteht dies zu leisten als tiber
imagindre Groen vorzugehen, werden ich die Formel v/—1 im Folgenden
mit dem Buchstaben i bezeichnen, so dass ii = —1 und daher % = —iist. Nun
wollen wir vor allem im Zahler unserer Formel anstelle von cos ¢ diese zwei
Teile einsetzen

1 . 1 .
E(cosq)—kzsmqo) —|—§(cosq)—zsmqo)

und wollen diese vorgelegte Formel in zwei Teilen von dieser Art darstellen,
welche

ap = d¢@(cos ¢ + isin @) und 9g d¢(cos ¢ —ising)

/cosng \/cosng

seien, sodass unsere vorgelegte Formel $dp + 39g und ihr Integral ’%Lq ist.

§3 Nun wollen wir die beiden Teile getrennt auf die folgende Weise behan-
deln. Fiir die erste Formel

9y — dg(cos ¢ +isin ¢)
P= {/cosng

wollen wir nattirlich



cos@ +ising ;
ycosng

setzen, dass

op = x0¢

ist, und nach Potenzieren mit n werden wir

o (cos ¢ +isin¢)"
a cosng

haben. Es ist aber bekannt, dass

(cos ¢ +ising)" = cosng +isinng

ist, und so wird

x" =1+itanng
sein, woher man

x"—1

tanng = ;

=i(1—x")

berechnet; weil daher, nachdem im Allgemeinen tanw = Z gesetzt worden

ist, dw = Ha—% ist, wird fiir unseren Fall
190 — —nix"19x
P i = 2iix + dix2
sein, welche Formel wegen ii = —1 in diese tiberfiihrt wird
—ix"1ox

9P = 2x" — x2n’
und daher haben wir die Formel
—i0x
2 —x1’

Weil sie rational ist, unterliegt ihre Integration keiner Schwierigkeit.

op = x0¢p =



§4 Wenn also nun in gleicher Weise fiir die andere Formel

dg(cos ¢ —isin ¢)

% = y/cosne

entsprechend

cos@ —ising
y/cosng

gesetzt wird, dass

99 = yop
ist, wird mit dhnlichen Operationen, welche von den vorhergehenden al-

lein darin abweichen, dass der Buchstabe i negativ anzunehmen ist, diese
Transformation

i0
aqzz_yyn

resultieren; weil diese der ersten vollkommen gleich ist, wird mit derselben
Integration die ganze Aufgabe erledigt werden und wir werden fiir das

gesuchte Integral
+q=—if o +if 4y
pTq= R 2 — yn

haben.

§5 Es ist aber bekannt, dass die Integrale solcher Formeln aus Teilen von
zwei Arten bestehen, natiirlich aus Logarithmen und Kreisbogen, sodass die
allgemeine Form jener f log(a + By + yxx), von diesen aber g arctan(é + €x)
ist. Weil also hier die Differenz zwischen zwei dhnlichen Integralformeln
auftritt, wird aus den einzelnen logarithmischen Anteilen eine solche Form

“iflo o+ Bx + yxx
a+ By +ryy
entspringen, wo so x wie y imagindre Grofsen beinhaltet; deswegen wollen

wir der Kiirze wegen

x=r+is und y=r—is



setzen, wo

CcoSs sin
r = _Co59 und s = 4

{/Cosng y/cosng
sein wird; nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, wird ein beliebi-
ger logarithmischer Anteil

&+ Br + yrr — yss +i(Bs + 2yrs)

_ifl
if Oga+ﬁr+'yrr—'yss —i(Bs + 2rs)

sein.

§6 Anstelle diese ldangeren Ausdrucks wollen wir der Kiirze wegen

t+iu
t—iu

—if log

schreiben, sodass

t=a+pr+qgrr—7ss und u = s+ 29rs

ist, und so werden auch diese Werte tiber den Winkel ¢ bekannt. Weil ja schon
ofter bewiesen worden ist, dass

t+uv—1 u
log ———— =2V —1-arctan —

& V=1 t
ist, wird dieser Anteil des Integrals = +2f arctan 7 sein, welcher also voll-
kommen reell ist, wahrend die imagindren Groflen sich gegenseitig aufheben,
sodass jeder imagindre logarithmische Anteil einen reellen Kreisbogen hervor-
bringt.

§7 In gleicher Weise wollen wir in Allgemeiner Weise die zwei durch Integra-
tion hervorzugehenden Kreisbogen verbinden, welche aus der angenommenen
Form

—igarctan(é + ex) + ig arctan(d + ey)

sein werden, welche Form so zu einem einzigen Bogen zusammengezogen
wird, welcher



e(x —y)
14+ (64 ex)(d+ey)
sein wird, welcher nach Einfithren der angenommenen Werte x = r + is und
y = r — is diese Form annehmen wird

—igarctan

2ies
1+ 66 + 2edr + ee(rr +ss)

—ig arctan

Weil also im Allgemeinen

arctanvv —1 = 71 1 i—z

ist, wird dieser Kreisteil in den folgenden reellen Logarithmus transformiert
werden

gl g1+(55+258r+£e(rr+ss) + 2es
14 66 + 20er + ee(rr + ss) — 2es’
auf diese Weise wird also durch Nehmen der Teile aller Integrale schliefs-
lich das gesuchte Integral mit lediglich Logarithmen und Kreisbogen reell
ausgedriickt erhalten werden.

PROBLEM 2

§8 Nach Vorlage der Integralformel

d¢sin ¢
{/cosng

ihr Integral mit Logarithmen und Kreisbogen ausfindig zu machen.

LOSUNG

Hier schreibe man anstelle von sin ¢ diese aus zwei Teilen bestehende Form

l(Cos +isin )—l(cos —isin @)
T ¢ ?) 5 P P

und 16se die vorgelegte Formel in diese Teil auf

op — d¢(cos +isin @) und ag = d¢(cos ¢ —isin @)
{/COS NP y/cosng ’




dp—9q

so dass die vorgelegte Formel nun ~~;

und daher das gesuchte Integrale
21 wird.

§9 Wenn wir nun umgekehrt wie zuvor

cosq)—i—isingo_x und cos@ —ising
ycosng ycosng

setzen, wird man wie oben

2—y"
finden; daher wird also das gesuchte Integral selbst

p—q 1 ox 1 ay

2i 2/ 2—x" 2] 2—yn

werden, wo die Koeffizienten reell sein werden.

§10 Wir wollen nun aus der Integralform einen logarithmischen Anteil jeder
der beiden Teilintegrale betrachten, welcher flog(a + px + yxx) sei, und
daraus wird fiir das gesuchte Integral aus jedem der beiden Teile
1 1
—5flog(a + px + yxx) — 5 flog(a + By +ryy)

entspringen. Wenn wir daher wie oben der Kiirze wegen x = r + is und
y = r — is setzen, dann aber

=a+pr+qrr—ass und u = Ps+ 2rs,

werden die beiden Logarithmen

1 1
= —Eflog(t +iu) — Eflog(t —iu)
werden, welche zu

—%flog(tt + uu)

zusammengezogen werden, welcher Ausdruck nun reell ist und keiner weite-
ren Reduktion bedarf.



§11 In gleicher Weise werden die beiden aus der Integration zu entspringen-
den Kreisanteile

—%g arctan(6 + ex) — %g arctan(d + ey)

sein, welche tiber r und s so dargestellt werden

1
_Ef (arctan (0 + er + ies) + arctan (0 + er — ies)),
welche zwei Bogen so zu einem zusammengezogen werden

26 + 2er
1—(6+er)? —eess’

1
) garctan

welcher Ausdruck nun iiberdies als reell hervorgeht.

PROBLEM 3

§12 Nach Vorlage der Differentialformel

0@ cos A
{/cost nep

ihr Differential iiber Logarithmen und Kreisbogen ausfindig zu machen.

LOSUNG

Weil

1 1
cosAp = E(cosqo +isin @) + E(cos ¢ — isin g)*

ist, teile man die vorgelegte Formel in diese zwei Teile

5 _ 9¢(cos ¢ +isinp)? und 3 _ 9¢(cos ¢ — isinp)?
P {/cost ng 1 {/cost ng '

sodass das gesuchte Integral 237 wird.



§13 Nun wollen wir, wie wir es zuvor gemacht haben,

Cos ¢ + isin @ v und cos@ —ising
ycosng ycosng

setzen, wonach

dp=x"9¢p und 9=y 0¢

werden wird. Nachdem aber die Rechnung wie oben durchgefiihrt worden
ist, werden wir

Yo — ix"1ox
¢ = _zxn — x2n

und daher
ix*lox
="
erhalten; und in gleicher Weise wird
A—1
ag = V0
2—y"

sein; und so wird das ganze gesuchte Integral

_1' xAlax+i/yAlay
2) 2—x" 2) 2—y"

sein.

§14 Weil diese zwei Integrale ja einander gleich sind und daher die gleichen
logarithmischen wie kreisabhdngigen Anteile umfassen, berechnet man aus
dem logarithmischen, welcher flog(a + Bx + yxx) sei, indem man wie zuvor
x =r+isund y =r —is,dann aber t = a + Br + yrr — yss und u = Bs + 2yrs
setzt, daraus zuerst diesen logarithmischen Teil

t+iu

—iflog t—iu’

weil dieser imagindr ist, wird er auf diesen reellen Kreisbogen

u
= 2f arctan n



zurtickgefiihrt. In gleicher Weise, wenn die aus der Integration zu entsprin-
gende Form des Kreisbogens

—garctan(é + ex)
war, entsteht aus den Kreisanteilen der folgenden imaginédre Bogen
2ies
1406 4 2eér + ec(rr +ss)’

welcher schlieSlich auf diesen reellen Logarithmus zuriickgefiihrt wird

—ig arctan

810 1+ 66 + 20er + ee(rr + ss) + 2es
2°%81 + 66 + 20er + ee(rr +ss) — 2es

PROBLEM 4

§15 Nach Vorlage der Differentialformel

dpsinAg
{/cost nep
ihr Integral iiber Logarithmen und Kreisbogen ausfindig zu machen.

LOSUNG
Weil

! (cos ¢ —isin g)*

1
sinAg = Z(cosgo—l—isin(p))‘ ~ 5

ist, wollen wir wie bisher diese zwei Teile

d¢(cos ¢ + isin ¢)* d¢p(cos ¢ —isin ¢)*
{/cost ng {/cost ng

festlegen, so dass das gesuchte Integral 2> ist. Wir wollen nun wiederum

und dg =

op =

cos @ +ising + und cosp —ising
ycosng ycosng

setzen, dass

dp=x"9¢p und 9=y o¢
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ist, und daher wird nach derselben Rechnung wie oben

werden, und so wird das gesuchte Integral

1 rxMx 1 pyMloy

2/ 2—x" 2 —y"

sein.

§16 Wenn wir also, wie es bisher gemacht worden ist, x = r+isund y = r —
is setzen und fiir die logarithmischen Anteile, deren Form f log(a + px + yxx)
sei,

t=a+pr+qgrr—7ss und u = s+ 29rs

setzen, werden die beiden imaginédren logarithmischen Anteil wie im zweiten
Problem zu einem einzigen reellen Logarithmus zusammengezogen, welcher

—%flog(tt + uu)

sein wird. Aber wenn fiir die Kreisanteile, deren Form

garctan(d + €x)

sei, je zwei solche imagindre verbunden werden, werden jene zu einem einzi-
gen reellen Bogen

26 + 2er
1— (6 +er)? — eess

- % garctan

verschmelzen.

ALLGEMEINES PROBLEM

§17 Wenn & irgendeine rationale Funktion von tann¢ bezeichnet und diese Diffe-
rentialformel vorgelegt war

Pop(FsinAg + GcosAy)
{/(acosng +bsinng)t ’
ihre Integration auf Logarithmen und Kreisbogen zuriickzufiihren.
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LOSUNG

Aus dem Vorhergehenden wird nun leicht eingesehen, dass die Formel des
Zidhlers

FsinAgp + Gcos Ay

immer auch eine solche Form zuriickgefiihrt werden kann

F'(cos ¢ +isin ¢)* + G'(cos ¢ — isin ¢)"

und daher die vorgelegte Form selbst in diese zwei Teile aufgeteilt wird

3y — ®I¢(cos ¢ + isin ¢)*
P {/(acosng + bsinng)?
und
ial /\
9 PI¢p(cos ¢ —isin @)

{/(acosng + bsinng)t’
sodass das gesuchte Integral nun F'p + G'q sein wird.
§18 Nun setze man fiir die erste Formel dp

cos @ +ising -
{/acosng +bsinng

und fiir die zweite

cos @ —ising _
{/acosng +bsinng

Y

sodass daher
dp = x99 und 9g = Dy oy
ist; daher wird aber

o cosng +isinng
~ acosng+bsinng

werden, woher man

12



1—ax"

bx" — i

berechnet; daher, weil ® eine rationale Funktion von tan n¢ bezeichnet, wird
sie auch eine rationale Funktion von x und sogar von x" werden, welche man
mit X bezeichne. Aufferdem wird auch das Differential d¢ rational bestimmt
werden, weil

tanng =

30 — (ia — b)x"'ox
?= (aa + bb)x2" — 2(a + ib)x"

ist; und auf diese Weise werden wir

~ (ia—b)Xx1ox

~ (aa+bb)x" —2(a +ib)
haben; weil diese Form vollkommen rational ist, ist es gewiss, dass ihr Inte-
gral, wie viel Miithe auch immer es erfordert, immer mit Logarithmen und
Kreisbogen ausgedriickt werden kann.

§19 In gleicher Weise verhilt sich die Sache in der anderen Formel 94, welche
von dieser nur in Bezug auf das Vorzeichen des Buchstabens i abweicht, und
weil ja hier alles rational iiber y ausgedriickt hervorgehen wird, wodurch @
in Y tibergehe, wird man hier

(b +ia)Yy 10y
(aa + bb)y™ — 2a + 2ib

erhalten, deren Integration der vorhergehenden ganz und gar gleich und quasi
mit ihr in einem Schritt durchgefiihrt werden wird.

§20 Esist aber offenkundig, dass in einer Rechnung von dieser Art die imagi-
ndren Groflen mit den reellen um vieles mehr vermengt werden, als das in den
vorhergehenden Problemen der Fall war, weil ja hier schon direkt zu Beginn
die derivierten Koeffizienten F/ und G’ imagindre Grofien beinhalten; weiter
wird auch tanng auf beiden Seiten von imagindren Grofien durchsetzt, woher
auch in die Werte X und Y imagindre Grofien eingehen werden; deswegen
wird die Reduktion auf reelle Grofien meistens sehr grofler Arbeit bediirfen,
tiir welche Aufgabe aber die notwendigen Vorschriften hinreichend bekannt
sind.
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